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Subiectul 1 

a) Operația „*” este lege de compoziție pe G, asociativă, comutativă, cu 
elementul neutru 𝑒𝑒 = 6, 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺, ∃𝑥𝑥′ = 5 + 1
𝑥𝑥−5

∈ 𝐺𝐺, astfel încât 𝑥𝑥 ∗ 𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥′ ∗ 𝑥𝑥 = 6. 
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Fie 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄, 𝑞𝑞 > 5. Atunci  𝑞𝑞 − 5 ∈ 𝑄𝑄, 𝑞𝑞 − 5 > 0, prin urmare există 
numerele naturale nenule 𝑚𝑚, 𝑛𝑛, prime între ele, astfel încât 

𝑞𝑞 = 5 + 𝑚𝑚
𝑛𝑛

. 

𝑞𝑞 = 5 + (𝑚𝑚 + 5 − 5) ⋅ (
1
𝑛𝑛

+ 5 − 5) = 

= (𝑚𝑚 + 5) ∗ (
1

𝑛𝑛 + 5 − 5
+ 5) = (𝑚𝑚 + 5) ∗ (𝑛𝑛 + 5)′ 

Cum  𝑚𝑚, 𝑛𝑛 sunt  numere naturale nenule, rezultă că  𝑚𝑚 + 5, 𝑛𝑛 + 5 sunt 
numere naturale mai mari decât 5, deci conținute de H. Conform criteriului 
subgrupului, q aparține lui H. 
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TOTAL 7p 

Subiectul  2 

(𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1)2 ≥ 0, ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 implică 4𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 − 2 ≤ 2𝑥𝑥2𝑒𝑒2𝑥𝑥, ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. 

Atunci 4𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥−2
(𝑥𝑥+1)2 ≤ 2𝑥𝑥2𝑒𝑒2𝑥𝑥

(𝑥𝑥+1)2  , ∀𝑥𝑥 ∈ [0,1], deci ∫1
0

4𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥−2
(𝑥𝑥+1)2 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 2 ∫1

0
𝑥𝑥2𝑒𝑒2𝑥𝑥

(𝑥𝑥+1)2 𝑑𝑑𝑑𝑑. (1) 

�
1

0

𝑥𝑥2𝑒𝑒2𝑥𝑥

(𝑥𝑥 + 1)2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
1

0
�

−1
𝑥𝑥 + 1

�
,

𝑥𝑥2𝑒𝑒2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝑒𝑒2

2
+ �

1

0
2𝑥𝑥𝑒𝑒2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= − 𝑒𝑒2

2
+ ∫1

0 𝑥𝑥(𝑒𝑒2𝑥𝑥)′𝑑𝑑𝑑𝑑 = − 𝑒𝑒2

2
+ 𝑒𝑒2 − ∫1

0 𝑒𝑒2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
2
. (2) 

Din relațiile (1) și (2) rezultă concluzia. 
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Subiectul 3 

𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾 subgrup al lui G. 

Un grup nu poate fi scris ca reuniunea a două subgrupuri proprii ale sale, 

astfel mulțimea  𝐺𝐺 ∖ (𝐻𝐻 ∪ 𝐾𝐾) este nevidă. 

Fie  𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺 ∖ (𝐻𝐻⋃𝐾𝐾),  atunci 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝐺𝐺 ∖ (𝐻𝐻 ∪ 𝐾𝐾), pentru orice 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾. (1) 

În caz contrar, avem  𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑦𝑦 ∈ (𝐻𝐻 ∪ 𝐾𝐾), deci  𝑥𝑥 = 𝑎𝑎−1𝑦𝑦, iar 𝑎𝑎−1 ∈ 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾 

și  𝑦𝑦 ∈ (𝐻𝐻⋃𝐾𝐾) conduc la  𝑥𝑥 = 𝑎𝑎−1𝑦𝑦 ∈ (𝐻𝐻 ∪ 𝐾𝐾), ceea ce reprezintă o 

contradicție. 

Din (1) și din ipoteză, avem că  (𝑎𝑎𝑎𝑎)2 = 𝑒𝑒 = 𝑥𝑥2, pentru orice 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾, de 

unde obținem că  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑥𝑥, adică  𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑎𝑎−1, pentru orice 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾. (2) 

Fie 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾 oarecare. Atunci 𝑎𝑎−1, 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾, iar prin aplicarea 

succesivă a relației (2) obținem 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2 = �(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑥𝑥�𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑎𝑎)−1𝑥𝑥 =

(𝑥𝑥𝑏𝑏−1)(𝑎𝑎−1𝑥𝑥) = (𝑏𝑏𝑏𝑏)(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏. 
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Subiectul  4 

„ ⇒ ”  Știm că f admite primitive, prin urmare f are proprietatea lui Darboux. 

Cum  f are proprietatea lui Darboux și f este injectivă obținem că f este strict 
monotonă. 

O funcție monotonă ce are  proprietatea lui Darboux este continuă. 

Fie  ℎ: 𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, ℎ(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 , continuă pe  𝑅𝑅. 

Atunci  𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑓𝑓 este continuă pe  𝑅𝑅, astfel  𝑔𝑔 admite primitive. 

 

„ ⇐ ”   Știm că g admite primitive, prin urmare g are proprietatea lui Darboux. 

Cum h e  continuă și inversabilă, avem ℎ−1 continuă. 

𝑓𝑓 = ℎ−1 ∘ 𝑔𝑔. Funcția ℎ−1 continuă, prin urmare ℎ−1 are proprietatea lui Darboux 
și, cum funcția g are proprietatea lui Darboux, obținem că f are proprietatea lui 
Darboux.  

Cum f este și injectivă, rezultă că f este strict monotonă. 

O funcție monotonă ce are  proprietatea lui Darboux este continuă, prin urmare 
admite primitive. 
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